Problem dwoch kul
Dwie kule umieszczone w pochytej rynnie i stykajace si¢ z soba nie zawsze si¢
staczaja. Wyjasnij to zjawisko 1 znajdz warunki, w jakich ono zachodzi.

1. Wstep

W niniejszym artykule sprobujemy przedstawi¢ jeden z problemow
postawionych na tegorocznej edycji Turnieju Milodych Fizykow oraz
zaproponowany przez nasza druzyng sposob jego rozwiazania. Zjawisko opisane
w tresci zadania moze wydawac si¢ dos¢ niezwykle — wydawatoby si¢ ze kule
potozone na pochytej powierzchni zaczna si¢ z niej po prosu stacza¢. Szanowny
Czytelniku — sprawdz. Ze swojej strony zapewniamy ze fotografie obok
rzeczywiscie przedstawiaja uktad spoczywajacych kul.

2. Analiza teoretyczna

Zanim przeszliSmy do wtasciwej analizy problemu musieliémy zastanowi¢
si¢ jaki typ rynny bedziemy rozpatrywaé. Zadanie bylo postawione bardzo
ogolnie. MusieliSmy wigc dokona¢ wyboru sami. Zdecydowalismy si¢ na rynng V
— ksztaltna z racji tego, ze umozliwia ona opisanie w ramach jednego modelu
sytuacji kiedy kule stykaja si¢ z podlozem zar6wno w dwoch, jak 1 w jednym
miejscu (w granicy, gdy jej kat rozwarcia wynosi 180 stopni, daje ona
ptaszczyzne). PodjeliSmy decyzje aby nie rozpatrywaé przypadkéw kiedy kule sa
na tyle duze ze w U — ksztattnej rynnie stykaja si¢ z nia w trzech punktach.

2.1 Gléwne zalozenia
Oto podstawowe zatozenia na ktorych opiera si¢ zaproponowany przez nas model
opisujacy zjawisko:
- zar6éwno kule jak i rynna sa ciatami sztywnymi i nie podlegaja zadnym
deformacjom;
- $rodek masy pokrywa si¢ z geometrycznym $rodkiem kuli;
- wszystkie nieregularnosci powierzchni zardwno kul jak 1 rynny sa
pomijalne;



2.2 Geometryczna analiza rozmieszczenia kulek w rynnie.
Przeanalizujmy przekro6j poprzeczny prostopadty do kierunku spadku rynny:

WprowadZmy nast¢pujace oznaczenia:
- 2 —Kkat rozwarcia rynny;
- 1, R — promienie kulek ;
- X, X — odlegtosci srodkow kulek od podstawy rynny;
-z, Z — odlegtosci migdzy punktami styku kulek z rynna a prostymi
poziomymi poprowadzonymi przez ich srodki.

Z rysunku obok wida¢ ze:
x-2r wet
sin 3 sin 3

Aby kulki pozostawaty w rownowadze musza si¢ ze soba stykac. Aby tak bylo

kat £ nie moze by¢ zbyt maly:

z=rsinf Z=Rsinpf

Proste rozwazania geometryczne prowadza do pierwszego warunku na stabilno$¢
naszego uktadu:

1) sin f <—



Przekonalismy si¢ juz ze stykajace si¢ ze soba kulki o réznych rozmiarach
znajduja si¢ w réznych odlegtosciach od podstawy rynny. Znaczy to ze prosta
przeprowadzona przez ich $rodki tworzy z prosta rownoleglta do kierunku

nachylenia rynny pewien kat — nazwijmy go /. Wielko$¢ ta okaze si¢ przydatna
przy analizie sil dziatajacych migdzy kulkami.

R—r
sin f(R+7)
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2.3 Analiza warunkow rownowagi.

Jak wiadomo aby uklad pozostawat w rownowadze wektorowa suma sit 1
momentdéw (liczonych wzgledem pewnej okre§lonej osi) na niego dziatajacych
musi by¢ réwna zero. Aby opisa¢ warunki roOwnowagi wystarczy zatem
zidentyfikowac sity dzialajace na kulki 1 rozwigza¢ uktad rownan. Rozpocznijmy
od analizy sit dziatajacych migedzy kulkami:

- sita nacisku z jaka kula znajdujaca
si¢ wyzej dziala na nizsza

- sila tarcia z jaka kula znajdujaca si¢
nizej dziata na wyzsza

- sila tarcia z jaka kula znajdujaca si¢
wyzej dziala na nizsza

- sifa tarcia z jaka kula znajdujaca si¢
nizej dziala na wyzsza

- kat nachylenia rynny do poziomu
Zgodnie z 3 zasada dynamiki Newtona:
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Przyjrzyjmy sig teraz jakie sity dziataja na kulke¢ ze strony rynny.

R, R . sily reakcji rynny na nizej potozong kulke — skierowane sa
prostopadle do powierzchni styku rynny z kulka

E, E ' sily tarcia dzialajace ze strony rynny na nizej potozona kulke. Nalezy
zaznaczy¢ ze przytozone w miejscach odleglych o z od poziomej osi
przechodzacej przez srodek kulki
Biorac pod uwage symetri¢ problemu oczywiste jest, ze:

AR

Wobec tego na kierunku w poprzek rynny sktadowe reakcji znosza si¢. Oznacza
ze przy rozwazaniu rownowagi sit dziatajacych na kulke wystarczy rozpatrzy¢ ich
rzuty na plaszczyzng wyznaczonag przez kierunek

spadku rynny. Dla zapewniania klarowno$ci opisu
wprowadzmy dodatkowe pomocnicze oznaczenia:
N D LD
N, =R +R
L=FK+1'
Oczywiste jest, ze:
‘Nl =2|R|sing  |] =2‘E‘

Analogicznie jak sily dzialajace na nizsza kulke
okreslamy sity dziatajace na kulkg¢ znajdujaca si¢ wyzej. Tak samo tez
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definiujemy wektorowe sumy sit dziatajacych na nia ze strony rynny: 7, i N, .



Teraz, uwzgledniajac grawitacyjne przyciaganie Ziemi, mozemy przystapi¢ do
napisania warunkow rOwnowagi.

S

F=0
i=l1
n—» —_
7,=0

Rozpatrujac sktadowe sil na kierunku wyznaczonym przez spadek rynny
otrzymujemy:

mgsina+Ncosy—Tsiny—-1,=0
Mgsma—-Ncosy+Tsmny—-1,=0

Analogicznie dla kierunku prostopadiego do linii spadku mamy:

mgcosa—N,+Nsiny+Tcosy=0
Mgcosa—N,—Nsiny—Tcosy =0
Rozwazajac rownowage momentow dziatajacych na kulki dostajemy:
Tirsm B =Tr
I,Rsin f=TR
Z powyzszych dwoch wyrazen wynika bezposrednio ze 7 =7, sin f =T, sin

Teraz pozostaje juz tylko wyznaczy¢ z powyzszego uktadu rownan wielkosci w
nim wystepujace. I tak po wielu zmudnych przeksztalceniach otrzymujemy:

(M +m)

1, =T = gsina
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N = [(M+m)s1nﬁsm7/+(M m)]

2cosy

Wartos¢ sity nacisku migdzy kulkami musi by¢ zawsze wigksza od zera. Ten sam
warunek musi zatem spetnia¢ wyrazenie w nawiasie kwadratowym po prawe]
stronie powyzszego roOwnania (COS ¥ w naszym przypadku jest zawsze dodatni).
Uwzgledniajac wyrazenie na SIny i upraszczajac nierowno$¢ dostajemy drugi
warunek na rownowage kulek w rynnie:
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Wartos$ci pozostatych sit dziatajacych na kulki okazuja si¢ by¢ nastepujace:
M +m) sin : M —m :
lemgcosa+( ) 'Bgsma-l—(—)gsmatg;/
2  cosy 2
M +m) sin M —-m :
N, =Mgcosa - ( )sinfj gsina — ggsmatgy
2  cos 7/ 2

Jak wiadomo wartos¢ sity tarcia nie moze przekroczy¢ pewnej wartosci
maksymalnej okreslonej jako iloczyn wartosci sity reakcji 1 wspotczynnika tarcia
statycznego. Wykorzystujac ta wilasnos¢ dla wystgpujacych powyzej wzorow
opisujacych sity tarcia i odpowiadajace im sity reakcji otrzymujemy nastepujace
warunki na odpowiednie wspotczynniki tarcia miedzy rozpatrywanymi przez nas
obiektami:
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f, (M+m)sinf cosy (M +m)sinf

S - wspolczynnik tarcia statycznego miedzy kulkami
f1 - wspotezynnik tarcia statycznego miedzy dolng kulka a rynna
S - wspotczynnik tarcia statycznego migdzy gorna kulka a rynna



3. Doswiadczalna weryfikacja zaproponowanego modelu.

W poprzedniej czesci pokazaliSmy zalezno$ci, jakie musza by¢ speinione
aby dwie kulki umieszczone obok siebie w V — ksztaltnej rynnie nie staczaty si¢ z
niej. W nieréwnosciach 1) — 3) tych nie wystepuje kat « . Znaczy to ze musza
by¢ one najpierw spetnione aby rownowaga w ogole mogta mie¢ miejsce. Wzory
4) — 5) z kolei pozwalaja, jesli zna si¢ parametry charakteryzujace uklad,
przewidzie¢ krytyczny kat nachylenia rynny do poziomu dla ktorego kulki
przestaja by¢ stabilne. Wykorzystujac te wlasnie wyrazenia 1 przeprowadzajac
liczne eksperymenty mogliSmy sprawdzi¢ zgodno$¢ naszego modelu z
rzeczywistoscia.

3.1 Pomiar wielkosci charakteryzujacych kulki.

Mierzenie zar6wno mas, jak 1 promieni kulek nie dostarczato nam wigkszych
trudno$ci. Ponizsza tabela przedstawia te wlasnie parametry dla 3 wybranych
kulek wykorzystanych w dos§wiadczeniach:

Kulka 1 Kulka 2 Kulka 3
Masa (£ 0,1 g) 542 ¢ 243 ¢ 75¢
Promien (% 0,1 cm) 2,6 cm 2,1 cm 1,3 cm

Napotkalismy jednak powazne problemy kiedy przyszio do wyznaczenia
wspolczynnikow tarcia. Dopiero po wielu probach udato si¢ nam zbudowac taki
uktad eksperymentalny dzigki ktoremu uzyskiwana doktadno$¢ pomiaréw bylaby
zadawalajaca. Pokazuje go ponizszy schemat:




Deska byla umocowana w pozycji pionowej za pomoca statywu. W kulke whbite
byly szpilki po to, aby zapewni¢ jej mozliwos¢ swobodnego obrotu wokét osi
przez nie wyznaczonej. Za pomoca widocznego po lewej stronie zelaznego
cigzarka o znanej masie byliSmy w stanie okresli¢ sit¢ jaka kulka jest dociskana
do deski. W oparciu o to, poprzez ciagniecie pionowo w dot nitki przymocowane;
do dynamometru okreslaliSmy wspotczynnik tarcia — w momencie kiedy kula
zaczynata si¢ kreci¢ sitomierz pokazywat sile¢ co do wartosci rowna maksymalne;
sile tarcia, z jaka deska dziatata da kulkg. Wspotczynniki tarcia miedzy kulkami
zmierzone zostalty w podobny sposéb — deska byta zastepowana po prostu przez
usztywniona kulke. Otrzymane wyniki wraz z btedami pokazuje tabela:

Kulka 1

Kulka 2 Kulka 3
Wspolezynnik tarcia | ), 1g 0,86+0,12 0,51+0,09
miedzy kulka a rynna
Kulkil &2 | Kulki2 &3 | Kulki1&3
Wspétezynnik tarcia 2.30+0,19 0,60+ 0,10 0,90+0,12
miedzy kulkami

3.2 Poroéwnanie przewidywan teoretycznych z wynikami eksperymentu.
SprawdziliSmy nasz model dla 3 réznych ukladow kulek w dwoch rynnach o

katach rozwarcia wynoszacych odpowiednio 23 =90 i 28 =150",




Warunki 1) — 5) pozwolity nam przewidzie¢ w kazdym przypadku czy 1 - jesli tak
- to w jakich granicach dany uktad bedzie stabilny. Nalezy zaznaczy¢, ze za
kazdym razem kulka o mniejszym promieniu byla umieszczana nizej. Wydaje si¢
ze z naszego ukladu nieréwnos$ci nie wynika bezposrednio to, ze nizsza kulka
musi mie¢ mniejszy promien. Eksperymentujac jednak z r6znymi rodzajami kulek
nigdy nie udato nam si¢ uzyska¢ w takim przypadku sytuacji statycznej. Ponizsza
tabela pokazuje ze nasze przewidywania teoretyczne pozostawaly w dos¢ dobrej
zgodnosci z doswiadczeniem.

o Kat rozwarcia rynny 28 =150° Kat rozwarcia rynny 24 =90°
Ustawienie - -
Eksperyment Teoria Eksperyment Teoria
Kulki o 1o . o o | 70 o o
L&o | 30°£1 32° 42 43 £1 42° +2
K lk. o o o o o [e] o o
P 29" +1 28 +2 38 +1 34°+2
1&3
Kulki uktad uktad o o 1o . .
2&3 | nicstabilny | niestabilny 36'£1 33742

Wida¢, ze w wigkszosci przypadkow kat krytyczny jaki uzyskaliSmy w
eksperymencie jest nieznacznie wigkszy od wyliczonego z pomoca naszego
modelu. Jest to prawdopodobnie zwiazane z faktem, ze w naszych rozwazaniach
pomingliSmy deformacje powierzchni '
stykajacych si¢ cial. W rzeczywistosci
odksztalcenia powoduja ze kulki klinuja
si¢ w rynnie przez co uklad staje si¢
bardziej stabilny. Uwzglednienie roli
deformacji komplikowaloby jednak i tak
juz do$¢ zlozone réwnania. Poza tym
pojawilyby si¢ istotne trudno$ci natury
eksperymentalnej. Nalezy podkresli¢ ze
wraz ze zmniejszaniem si¢ kata
rozwarcia rynny kulki coraz latwiej si¢
w niej klinuja 1 od pewnego momentu
zaproponowany  przez nas model
zjawiska przestaje by¢ w  ogole
uzyteczny. Okazuje si¢ bowiem ze nawet
pojedyncza kulka moze spoczywaé w
rynnie nawet dla bardzo duzych
nachylen.




4. Podsumowanie

W powyzszym opracowaniu udalo dowies¢ sie nam, ze dwie kule
umieszczone obok siebie w pochylej rynnie V ksztaltne] moga nie staczaé si¢
1 pozostawa¢ w rownowadze. Dla kazdych dwdch kul okreslic mozna krytyczny
kat nachylenia rynny powyzej ktorego zjawisko nie bedzie zachodzi¢ Zalezy on
od mas 1 promieni uzytych kulek, wspotczynnika tarcia migedzy nimi,
wspotczynnikow tarcia pomiedzy kazda z nich a powierzchnia rynny a takze od
kata rozwarcia rynny. Z racji tego, ze zaproponowany przez nas model nie
uwzglednia wplywu deformacji kulek mozna postugiwac si¢ nim jedynie w
sytuacjach kiedy kat rozwarcia rynny bedzie dostatecznie duzy.

5. Podzigkowania

Naleza si¢ one przede wszystkim naszemu nauczycielowi fizyki 1
opiekunowi podczas prac nad turniejem Stanistawowi Lipinskiemu. Jego uwagi i
sugestie byty dla nas nieoceniong pomoca przy rozwiazywaniu tego problemu.
Niezwykle uzyteczny okazal si¢ by¢ rowniez komputerowy model wykonany
przez Tomasza Bobinskiego w programie Maya. Zostal on wykorzystany do
graficznego zobrazowania potozenia kulek w rynnie.
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